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por p si y sólo si C y C' son secantes y que los puntos de tangencia son los 
puntos de corte de las circunferencias 
Verifiquemos ahora que C y C' son efectivamente secantes, usando el Teo-
rema l. En este caso, d = r' y 2r' > r, entonces d < r + r' y 
a) sir~ r', entonces r'- r < r' = d, 
b) si r' ~ r, entonces r - r' < ~ < r' = d. 
Por lo tanto existen q y q' en C n C' tales que las rectas p-¡f y p-¡f' son las 
únicas tangentes a e que pasan por p (fig. 11). 
fig. 11 
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Un nuevo enfoque de la noción de límite 
Ornar R. Faure, Roberto A. Macías 
l. Introducción 
Los profesores de cálculo tienen en la ensañanza de la noción de límite una 
de las pruebas más rigurosas de su capacidad docente. La experiencia muestra 
que no sólo es difícil lograr una primera comprensión de la definición sino que 
llegar a una relativa confianza en su empleo lleva todo el curso y conseguir una 
comprensión cabal de esta idea lleva varios años a los aprendices de cálculo. 
La definición clásica del límite de una función , como puede ser encontrada en 
un libro matemáticamente correcto y no pretencioso como puede ser el Calculus 
de S. Salas y E. Hille [3], dice: 
Límite de una función: Sea f una función definida al menos en algún 
conjunto de la forma (c-p,c) U (c,c+p) entonces 
lim f(x) = l 
x-+c 
si para cada E> O existe un 8 >O tal que si O< Jx-cJ < 8 entonces Jf(x)-l l <E. 
Indiscutiblemente esto es un verdadero galimatías para una persona que recibe 
esta información por primera vez. 
El propósito de este trabajo es poner a disposición de los profesores un 
método eficiente para la transmisión del concepto de límite. Esta idea no es un 
resultado original sino que es debida a R. Redheffer [2] y apareció publicada en 
el Mathematics Magazine en 1989. 
Los presentes autores experimentaron esta modalidad durante los.años 2003 
y 2004. En estos ensayos se evidenció que los alumnos fueron capaces de realizar 
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cálculos rápidamente y se sintieron cómodos con el concepto en pocas semanas. 
En contraposición, el resultado usual de impartir la definición clásica es que aún 
los alumnos destacados, que consiguen dominar el concepto, presenten grandes 
dificultades para ordenar sus ideas como para expresar en forma escrita sus 
conclusiones. 
Con la utilización de esta nueva manera de presentar límite la demostración 
de resultados abstractos se simplifica muchísimo. En cuanto al cálculo directo 
de límites, se logra mayor simplificación cuando se procuran resultados nega-
tivos, cuando el límite existe, aunque las cuentas son parecidas a las del esquema 
clásico, el nuevo enfoque produce un ordenamiento de las ideas muy clarificador. 
2. Límite 
Definición l. Diremos que una condición e se cumple para '·x cerca de b ,. si 
existe un Ó > 0 tal que e se cumple para los X tales que 
O< lx - bl < ó. 
Observemos que decir que la condición e se cumple cerca de b, es equivalente 
a decir que podemos encontrar un ó positivo de manera que e se verifica para 
todos los x distintos de b que están a una distancia de b menor que ó. 
~----------------------~IIk~IJI~••••~·~···~I---------~-() /1 - (' /¡ ¡, t 1' 
FIGURA 1 
Definición 2. Diremos que limx-tb f(x) = e St para cualquier t > O. la 
condición: 
lf(x) -e¡ < t, 
se cumple para x cerca de b. 
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J 
rotemos que para la existencia de limx-+b f(x) no hace fa.lta que f esté 
definida en b y aún cuando f esté definida en ese punto, el miar de f(b) no 
tiene relevancia para el cálculo del límite. 
Ejemp lo 3 . Sea f(x) = x + 3 y b = 7. Demostrar que 
lim f(x) = 10. 
x-+7 
Consideremos un t > O dado, se tiene la siguiente cadena de equivalencias 
lf(x)- 101 < t <====} Jx + 3- 101 < t 
<====} Jx - 71 < t. 
Entonces, si tomamos 
ó = t, 
para todo x que verifique O < lx - 71 < ó se cumple que 
lf (x) - 101 <t. 
Es decir la condición lf(x) - 101 < t se cumple cerca de 7. 
Esta situación puede ilustrarse gráficamente considerando dos rectas numéricas 
paralelas. En una representamos la variable independiente x y en la otra la 
función f(x) . 
o 
.1 ' 
'" 
f( .f'l 
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FIG URA 2 
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Ejemplo 4. Sea f(x) = 2- 4x y b = 3. Veamos que 
lim f(x) = -10. 
x--+3 
Consideremos f > O dado, se tiene 
1 f ( x) - ( -1 O) 1 < f {:::::::::} 12 - 4x + 101 < f 
{:::::::::} l-4x + 121 < f 
{:::::::::} l-4 (x- 3)1 < f 
{:::::::::} lx- 31 < f/4 
Entonces si tomamos ó = f/4 la condición lf(x)- (-10)1 < f se cumple 
cerca de 3. 
Ejemplo 5. Sea f la función definida por 
f(x) = - 1-
x+3 
y sea b = 7. Veamos que limx--+? f(x) = 1/10. 
Sea f > O dado, entonces se tiene 
l
f(x)- _.!._/ = ,_1 - _.!._/ < f {:::::::::} 110- (x + 3) 1 < 17- xl 10 
10 x + 3 10 10 (x + 3) f {:::::::::} lx + 31 < f. 
(1) 
Para x > 5 se tiene 
1 1 1 1 
0<--<-=> <-<1 
x + 3 8 lx + 31 8 · 
Tomemos ó = 10f, entonces para x > 5 y O< lx- 71 < ó tenemos 
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lx -71 ó 
lx + 31 < lx + 31 < ó = 10f' 
entonces, como suponer que x está a una distancia menor que 2 de 7 asegura 
que x > 5, tomando ó = min {10f, 2} y usando (1) estamos seguros de que 
ji (x)- 1101 < f, 
para x cerca de 7. 
Ejemplo 6. Consideremos la función signo(x) = xj lxl, definida para todo 
x :j:. O. Mostremos que no existe ningún f. tal que limx--+0 signo( x) = f.. Efecti-
vamente, si suponemos que un tal f. existe se sigue que dado f positivo, para x 
cerca de O debe ser 
Para x >O, cerca de O, se tiene 11- fl < f y para x < O,cerca de O, l-1- fl <f. 
Por lo tanto 
2 = 1 ( -1) - 11 = 1 ( -1) - f. + f. - 11 < l-1 - fl + 1 f. - 11 < 2f. 
Basta con tomar cualquier € < 1 para obtener un absurdo. 
Ejemplo 7. Sea f la función definida por 
f(x) = { x 
1-x 
si x ~O, 
si x >O. 
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Supongamos que limx-+o J(x) = e. Es decir, dado cualquier E positivo, la 
condición 
!f(x) -e¡ < E se verifica cerca de O. 
Tomemos x <O cerca de O y también O< y< ~ cerca de O. Entonces 
!f(x)- il = !x- fl <E y !f(y)- ll = 11- y- ll <f. 
Por lo tanto con esa elección de x e y tenemos 
3 1 4 = 1- 4 < 1- y- x ~ 1(1- y)- x! ~ 1(1- y)- fl + ll- x! < 2E. 
Esto contradice que sea posible elegir cualquier valor de E positivo. 
Para entender el significado de la definición de límite es importante analizar 
sus consecuencias. A continuación vemos como la noción de cercanía nos per-
mite presentar en forma clara algunas de las propiedades más útiles del límite. 
Necesitamos primeramente introducir el concepto de acotación. 
Definición 8. Diremos que f(x) es acotada en un conjunto E si para algún 
M se verifica IJ(x)! ~M para todo x en E. 
Proposición 9. Si limx-+b f (x) = e, entonces f(x) es acotada para x cerca 
de b. 
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Prueba. Consideremos E = 1 en la Definición 2. _Utilizando la desigualdad 
triangular tenemos 
!f(x)! = !f(x)- e+ e¡ ~ ¡e¡+ !f(x)- e¡ 
y de la Definición 2 se deduce lf(x) l ~ ¡e¡+ E, para x cerca de b. Entonces 
IJ(x)l ~ ¡e¡ + 1 =M 
para x cerca de b. O 
En el caso en que e f. O vale una acotación análoga para el recíproco de 
f (x ), esto es 
1 Proposición 10. Si limx-+b f(x) =e f. O, entonces f(x) es acotada cerca de b. 
Prueba. Consideremos E= 1~1 en la Definición 2. Utilizando la desigualdad 
triangular tenemos 
lf(x)l = !f(x)- e+ e¡ ~ !e!-IJ(x)- e¡, 
y de la Definición 2 resulta 
Por lo tanto 
para x cerca de b. O 
¡e¡ 
!f(x)! ~ ¡e¡ -E= 2· 
1 2 
lf(x)l ~ jT¡ =M, 
Las mayores dificultades en la teoría de límite se presentan cua~do se debe 
manejar en forma simultánea dos o más límites. Para tratar con estos casos el 
siguiente teorema es el resultado apropiado: 
Teorema 11. Si C1 y C2 se cumplen cada una cerca de b la propiedad conjunta 
[C1 1\ C2] se verifica cerca de b. Es decir C¡ y C2 se cumplen simultáneamente 
cerca de b. 
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Prueba. Como C1 y C2 se cumplen cada una cerca de b, para i = 1, 2 existen 
Ó¡ > O tales que cada condición C¡ es cierta para todos los x que verifican 
O< lx- bl < Ó¡, 
respectivamente. Tomemos ó = min {ó1, ó2}, entonces dado un x =1 b con la 
propiedad lx - bl < ó, es claro que también 
O< lx- bl < Ó1 y O< lx- bl < ó2 
entonces [C1 1\ C2] vale para ese x D. 
Estamos en condiciones de verificar la unicidad del límite 
Proposición 12. [UNICIDAD] Si 
i) limx-+b J(x) =el y 
ii) limx-+b J(x) = e2 
entonces 
Prueba. Por el teorema anterior i) y ii) se cumplen simultáneamente cerca de 
b. Entonces dado € > O 
cerca de b. Como esto es válido para todo € positivo, concluimos que e1 - e2 = 
O. o 
Proposición 13. Si limx-+bf(x) = e1 y limx-+bg(x) = f2 
lim [f(x) + g(x)] =el+ e2. 
x-+b 
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Prueba. Dado € > O, tomemos €/2 en la Definición 2 para f y g. Por el 
Teorema 11, C1 : limx-+b j(x) = e1 y C2 : limx-+b g(x) = e2 se cumplen si-
multáneamente cerca de b entonces 
l(f(x) + g(x))- (el+ e2)1 < if(x) - e11 + lg(x) - e21 
para x cerca de b. O 
Ejemplo 14. limx-+b f(x) =e <==> limx-+b (f(x)- e) =O. 
Fn caso especial de límite de un producto de funciones es cuando uno de 
los iímites es cero, en ese caso no es necesario que el otro límite exista. 
Proposición 15. Si IJ(x)l:::; M cerca de by limx-+bg(x) =O entonces 
lim f(x) g (x) =O. 
x-+b 
Prueba. Sea € >O, claramente podemos suponer M ::j;O. Usando el Teorema 11 
y tomando €/M en la Definición 2 de limx-+bg(x) =O, tenemos 
IJ(x)g(x)- o¡ = IJ(x)g(x) - J(x)O I 
= if(x)llg(x) -o¡ 
M.!_ 
< M 
= €, 
cerca de b. Esto prueba que limx-+b f(x)g(x) =O. O 
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La demostración de que el límite del producto es el producto de los límites 
es mucho más sencilla que con la definición clásica usando f y 8. 
Proposición 16. Si 1imx-+b f(x) =el y 1imx-+b g(x) = e2 entonces 
lim f(x)g(x) = e1e2. 
x-+b 
Prueba. 
por las Proposiciones 9 y 15 ambos términos tienden a cero, por lo que la suma 
tiende a cero. O 
Corolario 17. Si a es una constante, entonces limx-+b (af(x)) =a limx-+b f(x) 
Corolario 18. Sí Pn es un polinomio de grado n, entonces limx-+bPn(x) = 
Pn(b). 
Proposición 19. Si limx-+b f (X) = e =1 o entonces 
lim - 1- = ~. 
x-+b J(x) e 
Prueba. Por la Proposición 10, ftx) está definida y es acotada cerca de b 
1 1 1 
J(x) -e = f(x)e (e- J(x)) , 
y por las Proposiciones 15 y 13, el miembro de la derecha tiende a cero. O 
Teorema 20. [De la función intermedia] Supongamos que f(x) :=; h(x) :=; g(x) 
cerca de x. Además supongamos que 
lim J(x) =e= lim g(x) 
x-+b x-+b 
entonces 
lim h(x) =f. 
x-+b 
26 
Prueba. Por el Teorema 11 todas las condiciones de la hipótesis valen si-
multáneamente cerca de b. Dado f > O tenemos 
-€ < J(x)- e::; h(x)- e::; g(x) -e< €, 
para x cerca de b. Por lo tanto 
Jh(x)- e¡ < € 
cerca de b. O 
Proposición 21. Si limx-+b f (x) = el =/; O y limx-+b g(x) = O entonces 
no existe. 
Prueba. Supongamos que 
entonces 
lim J(x) 
x-+b g(x) 
. f(x) 
hm -(-) = e2, 
x-+b g X 
f(x) = ~~;; g(x) 
que, por la Proposición 16 tiende a cero, contradiciendo la hipótesis el =1 O. O 
3. Límites Laterales 
Terminamos este trabajo mostrando cómo se pueden presentar problemas 
de tipo lateral. 
Definición 22. Diremos que la condición e se cumple cerca de b+ {cerca de 
b-) SÍ existe 8 > 0 tal que e Se cumple para X > b y Jx- bl < 8 {respectivamente 
para x < b y Jx- bl < 8). 
Teorema 23. e se cumple cerca de b si y solamente si e se cumple cen:a de 
b.J_ y cerca de b-. 
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es mucho más sencilla que con la definición clásica usando f y 8. 
Proposición 16. Si 1imx-+b f(x) =el y 1imx-+b g(x) = e2 entonces 
lim f(x)g(x) = e1e2. 
x-+b 
Prueba. 
por las Proposiciones 9 y 15 ambos términos tienden a cero, por lo que la suma 
tiende a cero. O 
Corolario 17. Si a es una constante, entonces limx-+b (af(x)) =a limx-+b f(x) 
Corolario 18. Sí Pn es un polinomio de grado n, entonces limx-+bPn(x) = 
Pn(b). 
Proposición 19. Si limx-+b f (X) = e =1 o entonces 
lim - 1- = ~. 
x-+b J(x) e 
Prueba. Por la Proposición 10, ftx) está definida y es acotada cerca de b 
1 1 1 
J(x) -e = f(x)e (e- J(x)) , 
y por las Proposiciones 15 y 13, el miembro de la derecha tiende a cero. O 
Teorema 20. [De la función intermedia] Supongamos que f(x) :=; h(x) :=; g(x) 
cerca de x. Además supongamos que 
lim J(x) =e= lim g(x) 
x-+b x-+b 
entonces 
lim h(x) =f. 
x-+b 
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Prueba. Por el Teorema 11 todas las condiciones de la hipótesis valen si-
multáneamente cerca de b. Dado f > O tenemos 
-€ < J(x)- e::; h(x)- e::; g(x) -e< €, 
para x cerca de b. Por lo tanto 
Jh(x)- e¡ < € 
cerca de b. O 
Proposición 21. Si limx-+b f (x) = el =/; O y limx-+b g(x) = O entonces 
no existe. 
Prueba. Supongamos que 
entonces 
lim J(x) 
x-+b g(x) 
. f(x) 
hm -(-) = e2, 
x-+b g X 
f(x) = ~~;; g(x) 
que, por la Proposición 16 tiende a cero, contradiciendo la hipótesis el =1 O. O 
3. Límites Laterales 
Terminamos este trabajo mostrando cómo se pueden presentar problemas 
de tipo lateral. 
Definición 22. Diremos que la condición e se cumple cerca de b+ {cerca de 
b-) SÍ existe 8 > 0 tal que e Se cumple para X > b y Jx- bl < 8 {respectivamente 
para x < b y Jx- bl < 8). 
Teorema 23. e se cumple cerca de b si y solamente si e se cumple cen:a de 
b.J_ y cerca de b-. 
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Prueba. Si e se cumple cerca de b la implicación directa es trivial. 
Para la recíproca consideremos ó1 tal que e se cumple para 
x > b y lx - bl < Ó¡ 
y ó2 tal que e se cumple para 
x < b y lx - bl < Ó2. 
Sea ó = min ( ó1, ó2 ) entonces C se cumple para 
lx- bl < ó y (x > b ó x < b). 
es decir para 
lx - bl < ó y x :f: b. 
o 
Definición 24. 
i) limx--+b- f(x) =e si dado € > o 
lf(x)- e¡ <E 
se cumple cerca de b-. Se dice entonces que el límite lateral izquierdo 
cuando x tiende a b de f ( x) es f.. 
ii) limx--+b+ f(x) =e si dado € >o 
lf(x)- e¡ < € 
se cumple cerca de b+. En este caso se dice que el límite lateral dereccho 
cuando x tiende a b de f ( x) es f.. 
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Proposición 25. 
i) limx--+b f (x) =e 
si y solamente si 
ii) limx--+b- f(x) =e y limx--+b+ f (x) =e. 
Prueba. Que i) implica ii) es claro. 
Veamos la recíproca. Si 
lf(x)- e¡ <E 
se cumple cerca de b+ y cerca de b-, por el Teorema 23 se cumple cerca de b. 
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